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W artykule przedstawiono proces modelowania matematycznego i sy-
mulacji lotu celu powietrznego z wykorzystaniem pakietu MathCAD. 
W pracy zaprezentowano dwa modele: model oparty na równaniach 
kinematycznych i model opisany równaniami dynamicznymi. Zamiesz-
czono przykładowe wyniki badań symulacyjnych. 
SŁOWA KLUCZOWE: obrona powietrzna, model matematyczny, sy-
mulacja komputerowa

This article presents the process of mathematical modeling and flight 
simulation of a flight air target with the use of a package MathCad. The 
paper presents two models: the first based on the kinematic equations, 
the latter on the dynamic equations. The work is completed with the 
examples of selected simulation of the aerial target flights.
KEYWORDS: anti-air defense, mathematical model, computer simu-
lation

W zależności od stopnia uproszczenia modelu ruch ma-
newrującego celu powietrznego w zagadnieniach związanych 
z badaniem skuteczności strzelania rakietowych zestawów 
przeciwlotniczych najczęściej modelowany jest następującymi 
postaciami równań: 

 ● kinematycznymi równaniami celu – punktu materialnego, 
którym kierowanie odbywa się wskutek zmian trzech parame-
trów: prędkości oraz kątów pochylenia i odchylenia wektora 
prędkości celu;

 ● dynamicznymi równaniami celu – punktu materialnego, 
którym kierowanie odbywa się wskutek realizacji założonych 
przeciążeń;

 ● dynamicznymi równaniami celu – bryły sztywnej, którą kie-
rowanie odbywa się wskutek realizacji założonych wychyleń 
organów sterowania.

Dynamiczny model matematyczny lotu manewrującego 
celu powietrznego

Wykorzystując przedstawiony na rys. 1 układ sił zewnętrz-
nych, działających na statek powietrzny, można zapisać ska-
larne dynamiczne równania ruchu jego środka masy w ukła-
dzie związanym z torem lotu Oxkcykczkc [1]:
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gdzie: Vc – wektor prędkości; ψc – kąt odchylenia wektora 
prędkości celu powietrznego; θc – kąt pochylenia wektora 
prędkości celu powietrznego; α, β – odpowiednio: kąt natarcia 
i kąt ślizgu; γp – kąt przechylenia układu 0xacyaczac; m – masa 
obiektu latającego.

Wykorzystując zależności (1÷3), przy założeniu, że kąt na-
tarcia α, kąt ślizgu β i kąt przechylenia γp układu przepływu są 
niewielkie, można zapisać dynamiczne równania ruchu środka 
masy statku powietrznego w układzie związanym z torem lotu 
Oxkcykczkc w postaci:
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Po podzieleniu obu stron rownań (4÷6) przez ciężar  
G = m · g oraz wprowadzeniu przeciążeń, które są zdefinio-
wane jako:

działających na obiekt latający) oraz podczas wyboru układów współrzędnych stosowanych 
w opisie ruchu celu powietrznego [1, 2]. 
W zależności od stopnia uproszczenia modelu, ruch manewrującego celu powietrznego 
w zagadnieniach związanych z badaniem skuteczności strzelania rakietowych zestawów 
przeciwlotniczych, najczęściej modelowany jest następującymi postaciami równań: 
1) kinematycznymi równaniami celu - punktu materialnego, kierowanie, którym odbywa się 

wskutek zakresu zmian trzech parametrów tj.: prędkości oraz kątów pochylenia 
i odchylenia wektora prędkości celu.

2) dynamicznymi równaniami celu - punktu materialnego, kierowanie, którym odbywa się 
wskutek realizacji założonych przeciążeń,

3) dynamicznymi równaniami celu - bryły sztywnej, kierowanie, którym odbywa się 
wskutek realizacji założonych wychyleń organów sterowania.

Rys. 1. Siły zewnętrzne działające na statek powietrzny
F– ciąg, Pz – aerodynamiczna siła nośna, Py – aerodynamiczna siła boczna, Px – siła oporu 

aerodynamicznego; G – siła ciężkości
gdzie: 
Oxcycxc - układ współrzędnych związany z samolotem,
Oxgygzg - układ współrzędnych związany z Ziemią o początku ustalonym na samolocie,
Oxayaza - układ współrzędnych związany z przepływem,
Oxkykzk - układ współrzędnych związany z torem lotu obiektu.
Wykorzystując przedstawiony na rys. 1 układ sił zewnętrznych, działających na statek 
powietrzny, można zapisać skalarne dynamiczne równania ruchu jego środka masy 
w układzie związanym z torem lotu Oxkcykczkc [1]:
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gdzie:

Vc - wektor prędkości,
ψc - kąt odchylenia wektora prędkości celu powietrznego,
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Rys. 1. Siły zewnętrzne działające na statek powietrzny: F – ciąg; Pz 
– aerodynamiczna siła nośna; Py – aerodynamiczna siła boczna; Px – 
siła oporu aerodynamicznego; G – siła ciężkości, gdzie: Oxcycxc – układ 
współrzędnych związany z samolotem, Oxgygzg – układ współrzędnych 
związany z Ziemią o początku ustalonym na samolocie, Oxayaza – układ 
współrzędnych związany z przepływem, Oxkykzk – układ współrzędnych 
związany z torem lotu obiektu.
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otrzymujemy układ równań ruchu środka masy celu w układzie 
związanym z jego torem lotu, wyrażonych poprzez składowe 
wektora przeciążeń celu w postaci [10]:

d ( 1( ) sin )
d

c
xc xk c

V g n t t
t

θ= ⋅ ⋅ − −  (10)

d ( 1( ) cos )
d

c
yc yk c

c

g n t t
t V
θ

θ= ⋅ ⋅ − −  (11)

d 1( )
d cos

c
zc zk

c c

g n t t
t V
ψ

θ
= − ⋅ ⋅ −

⋅
 (12)

gdzie: txk, tyk, tzk – chwile początku manewru celu; nxc, nyc, nzc – 
składowe przeciążeń celu w układzie związanym z jego torem 
lotu, kolejno: przeciążenie styczne, normalne, poprzeczne; 
1(t – tk) – funkcje Heaviside’a.

Równania kinematyczne ruchu środka masy samolotu moż-
na zapisać w postaci:
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Równania (10÷15), zapisane zgodnie z normą GOST 
20058-80, stanowią matematyczny opis ruchu samolotu, 
w których funkcjami wymuszającymi są przeciążenia. 

Kinematyczny model matematyczny lotu 
manewrującego celu powietrznego

Przy rozpatrywaniu kinematycznych równań ruchu samolotu 
jako punktu materialnego tor jego lotu określają współrzędne 
położenia punktu (xgc, ygc, zgc) w kolejnych chwilach czasu, 
wyznaczane w prostokątnym układzie współrzędnych Oxgygzg. 

Dla tak określonych założeń zależności opisujące współ-
rzędne położenia samolotu (xg, yg, zg) w chwili t mają postać:

( )
0

( ) 0 d
t

xx t x V t= + ∫  (16)

( )
0

( ) 0 d
t

yy t y V t= + ∫  (17)

( )
0

( ) 0 d
t

zz t z V t= + ∫  (18)

d
cos cos

d
cg

c c c

x
V

t
θ ψ= ⋅ ⋅  (19)

d
sin

d
cg

c c

y
V

t
θ= ⋅

 
(20)

d
cos sin

d
cg

c c c

z
V

t
θ ψ= − ⋅ ⋅  

(21)

Badania symulacyjne lotu celu powietrznego w pakiecie 
MathCAD

Przedstawione w pracy dwa modele matematyczne lotu 
celu powietrznego zostały zaimplementowane w programie 
MathCAD. 
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gdzie: maxnyn - rozporządzalne maksymalne przeciążenie, g – przyspieszenie ziemskie;
- manewr kierunkiem typu „żmijka” wykonywany w płaszczyźnie poziomej, przy stałej 

prędkości Vc=const powodowany będzie zmianą kąta odchylenia wektora prędkości, 
zgodnie z równaniem:
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- złożony manewr samolotu związany ze zmianą w czasie trzech parametrów sterujących, 
tzn.: Vc=Vc(t),  θc=θc(t) i ψc=ψc(t), które opisuje się zadanymi funkcjami czasu.

Ustalając w modelu zakresy zmian wykorzystywanych parametrów wejściowych, należy brać 
pod uwagę rozporządzalne charakterystyki manewrowe danego typu samolotu, tak aby nie 
przekroczyły one wartości dopuszczalnych (możliwych). 

Badania symulacyjne lotu celu powietrznego w pakiecie MathCAD

Przedstawione w pracy dwa modele matematyczne lotu celu powietrznego zostały
zaimplementowane w programie MathCAD.

Rys. 2. Przykładowe zobrazowanie trasy celu powietrznego w pakiecie MathCAD

W pierwszym modelu wykorzystującym dynamiczne oraz kinematyczne (10÷15) równania 
ruchu środka masy statku powietrznego, funkcjami wymuszającymi są przeciążenia 
nakładane na zadany czas, w płaszczyznach x, y oraz z. 
Drugi model wykorzystujący równania (16÷28) zalicza się do bardzo uproszczonych modeli 
matematycznych, ale do generowania tras celów powietrznych z technicznego punktu 
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Rys. 2. Przykładowe zobrazowanie trasy celu powietrznego w pakiecie 
MathCAD

W pierwszym modelu, wykorzystującym dynamiczne oraz 
kinematyczne (10÷15) równania ruchu środka masy statku 
powietrznego, funkcjami wymuszającymi są przeciążenia 
nakładane na zadany czas, w płaszczyznach x, y oraz z. 

Drugi model, wykorzystujący równania (13÷16), zalicza się 
do bardzo uproszczonych modeli matematycznych, ale do 
generowania tras celów powietrznych z technicznego punktu 
widzenia doskonale się nadaje. Równania te pozwalają na 
zamodelowanie pojedynczych manewrów samolotu bojowego, 
takich jak: ruch prostoliniowy samolotu, manewr pionowy lub 
poziomy samolotu ze stałym przeciążeniem, manewr kierun-
kiem typu „żmijka”, złożony manewr samolotu bojowego. Na 
rys. 2 przedstawiono zobrazowanie trasy celu powietrznego 
generowanej przez program do symulacji i animacji podstawo-
wych parametrów toru lotu manewrującego celu powietrznego 
opracowany w pakiecie MathCAD.

Podsumowanie

Opracowane dynamiczne i kinematyczne modele mate-
matyczne typowego celu powietrznego, jakim jest samolot 
myśliwsko-bombowy, zostały zaimplementowane w pakiecie 
MathCAD. Struktura programu jest otwarta, tzn. można go 
rozbudowywać. Przedstawione modele matematyczne, choć 
sprawiają wrażenie prostych, są wystarczające do generowa-
nia tras celów powietrznych. 

Opracowany program komputerowy może stanowić narzę-
dzie badawcze, które można wykorzystać w dydaktyce na 
specjalności wojskowej związanej z techniką rakietową. 
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